Wstep do algebry i teorii liczb
Zestaw b - Pozostate struktury algebraiczne i pojecie izomorfizmu

Zadanie 1. Wyjasnij, ktére z ponizszych struktur sg pierscieniami, pier§cieniami przemiennymi,

pierécieniami z jednyka lub cialami:

a) (Q,+,-); b) ([0, 400), +,); ¢) (nZ,+,-)dlaneN

d) (R, +); e) R?z+i-powspétrzednych; f) (Z,, , ).
Zadanie 2. Czy zbiér liczb rzeczywistych R z z dzialaniami

rhy=x+y—1, TRQY=ay—r—y+2

jest ciatlem?
Zadanie 3. Zbadaj, czy funkcja ¢ jest homomorfizmem grup:

a) ¢:(Z,+) = (Z,+), ¢(x)=mz, meZ; b)e:R\{0},)—(Ry,-), ¢x)=]z];

Q) ¢ Re,) = (Ro+), ¢(@) = Va d) ¢: (Z,4) = ({-1,1},2), ¢(@) = cos(ra).
Ktére z powyzszych homomorfizméw sa izomorfizmami?

Zadanie 4. Poréwnaj tabelki dzialanh w grupach: (Z4,%), ({1,5,7,11}, ), ({1,2,3,4}, ),
({1,3,5,7}, ;). Ktére z tych grup sa izomorficzne?

Zadanie 5. Zbadaj czy ponizsze struktury sg izomorficzne:
a) (Z,+), (2Z,+); b) (Ry,-), (R, +);
¢) (Zn,%), (Zm, ) dlan # m; d) (Q(v2),+.-), (Q,+,).
Zadanie 6. W zbiorze Q okreslamy dwa dzialania ¢ oraz ® nastepujacymi wzorami
a®b=a+b+1, a®b=a+0b+ ab.

Wykazaé, ze grupy (Q, ®) (odpowiednio (Q \ {—1},®)) sa izomorficzne z (Q,+) (odpowiednio
(Q\{0},). Czy (Q,®, ®) jest cialem? Jedli tak, to wyjasnij czy jest ono izomorficzne z (Q, +, -).

Zadanie 7. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Wykazaé, ze odwzorowanie ¢ : Z — Zy,,
ktoére liczbom calkowitym przyporzadkowuje ich reszty z dzielenia przez n jest homomorfizmem

pierscieni.
Zadanie 8. Korzystajac z powyzszego zadania wykaz, ze réwnanie
1522+ Ty> +524+9=0

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.



