Wstep do algebry i teorii liczb
Zestaw 4 - Wlasnosci dziatan i pojecie grupy

Zadanie 1. W ktérym sposrod zbioréw : Z, N, {—1,0,1}, {0,1}, {0} wzér axb = a® —b? okresla

dzialanie?

Zadanie 2. Zbadaj wlasnoéci dziatania:

a) axb=ab—a—b+ 2 w zbiorze R; b) axb=a?+b— 1 w zbiorze Z;
c) axb= ‘ZTH) w zbiorze Q; d) axb=a+ b+ ab w zbiorze R;
e) axb=a?+ 5bw zbiorze Z; f) axb= 511085t v shiorze RY;
g) axb= 2 w zbiorze RY; h) axb= %+ 2w zbiorze R\ {0};

(a,b) % (c,d) = (ac,bc + d) w zbiorze R?;

i)
J) (al, an, ag) (bl, b2, bg) = (albl, ale =+ agbg, agbg) w ZbiOI“ZG Rg.

Zadanie 3. Dla dowolnego k € R w zbiorze G = R? = R x R zdefiniujmy dzialanie
(a1,a2) * (b1, b2) = (a1b1 + kagba, a1by + asby).

Udowodnij, ze powyzsze dziatanie jest taczne i posiada element neutralny w zbiorze G. Sprawdz
dla jakich k prawda jest, ze dla dowolnych G 5 (a1, a2) # (0,0) i dowolnych (by, b2), (c1,¢2) € G

jezeli (al, ag) * (bl, bg) = (al, ag) * (Cl, Cg), to (bl, bg) = (Cl, CQ).

Zadanie 4. Ktére z dziatan z Zadania 2 tworza grupe wraz z danym zbiorem? Ktére z nich sa

grupami abelowymi?

Zadanie 5. Niech G bedzie grupa z dzialaniem x. Udowodnij, ze dla dowolnych a,b,c € G
zachodzi réwnosé

((axb %)™ =(c xb)xa™t.
Ponadto udowodnij, ze jezeli a b =bxa oraz axc=cxa, to ax (bxc ') = (bxc™!) xa.

Zadanie 6. Sprawdz, czy struktury (Z4, 7), {1,5,7,11}, ), ({1,2,3,4}, 5), ({1,3,5,7}, ;) sa

grupami.

Zadanie 7. Niech D = R\ {0,1} i niech dla i = 1,2,...,6 funkcje f; : D — D beda okre-
filz) ==z, fole) =15, f3(z) = xl

f4(l’) = %7 f5(.’E) =1 -, f6( ) - :l:
dziataniem w G = {f1, fo, ..., f¢} (zbudowaé tabelk@) Czy para < (G,0> jest grupg?

$lone wzorami: Sprawdzié, ze sktadanie funkcji jest

Zadanie 8. Niech D3 oraz D, oznaczaja odpowiednio zbiér wszystkich izometrii wlasnych
trojkata rownobocznego i kwadratu. Pokaz, ze D3 i D4 tworza grupe ze sktadaniem przeksztalcen.

Utworz tabelki dziatan w tych grupach.



