Wstep do algebry i teorii liczb

Zestaw 2 - Liczby pierwsze

Zadanie 1. Czy liczby 127,919,7429 sa liczbami pierwszymi?

Zadanie 2.
(a) Wyznacz najwigksza potege liczby 2 dzielaca liczbe 2025!.
(b) Wyznacz najwieksza potege liczby 3 dzielaca liczbe 2025!.

Zadanie 3. Wskaza¢ ciag 2025 kolejnych liczb naturalnych, ktéry nie zawiera liczb pierwszych.

Zadanie 4. Niech p bedzie liczba pierwsza. Pokaz, ze dla k € {1,2,...,p— 1} mamy p| (z) Cazy
wlasnosé ta jest prawdziwa bez zalozenia, ze p jest liczbg pierwsza? Wskazéwka: Zatdz, ze p jest
liczba ztozona, q|p dla pewnej liczby pierwszej g oraz k jest najwigksza liczba naturalna taka, ze

¢"|p. Zastanéw sie, czy qk’(zs)_

Zadanie 5. Udowodnij, ze /p nie jest liczba wymierng dla zadnej liczby pierwszej p i liczby

naturalnej n > 2.
Zadanie 6. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza. Pokaz, ze 24|p® — 1.

Zadanie 7. Wykazaé, ze
(a) kazda liczba pierwsza p > 3 jest postaci 6k + 1 lub 6k + 5, gdzie k € Z.

(b) kwadrat dowolnej liczby pierwszej p > 3 ma postaé 12k + 1, k € Z.

c¢) liczby postaci 6n + 1, n € N, nie mozna przedstawié¢ jako réznicy liczb pierwszych.
(d)

d) kwadrat liczby N = 3m+2, m € N, nie moze by¢ suma liczby pierwszej i kwadratu liczby

naturalne;j.
Zadanie 8. Pokaz, ze dla dowolnego n > 2 istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza p spetnia-
jaca nier6wno$é n < p < n! (Rozwaz dzielniki liczby n! — 1).
Zadanie 9. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci 4k + 3, gdzie

k € N. Wskazowka: Zmodyfikuj dowdéd Euklidesa rozwazajac liczbe N = 4pi1ps - - - pp + 3.

Zadanie 10. Liczby pierwsze p, ¢ nazywamy blizniaczymi, gdy |p — q| = 2.
(a) Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, takie ze 29p + 1 jest kwadratem liczby naturalnej.
(b) Udowodnij, ze pg + 1 jest kwadratem liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy p,q sa
blizniaczymi liczbami pierwszymi.
(c) Udowodnij, ze jezeli p, g sa blizniaczymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 3, to p+ ¢ jest

podzielne przez 12.

Zadanie 11. Ile réznych dzielnikéw ma liczba n = 211 . 39 . 54 . 720259



