Wstep do algebry i teorii liczb

Zestaw 1 - Teoria podzielnosci i algorytm Euklidesa

Zadanie 1. Niech n > 2 bedzie pewna liczba naturalna. Zatézmy, ze liczby naturalne a, b przy
dzieleniu przez n daja reszty 2 i 3, odpowiednio. Ile wynosi liczba n, jezeli wiemy, ze iloczyn ab

daje reszte 2 przy dzieleniu przez n?

Zadanie 2. Udowodnij, ze jezeli ostatnia cyfra liczby n jest 5, to dwie ostatnie cyfry liczby n?

tworza liczbe 25.

Zadanie 3. Pokaz, ze kwadrat dowolnej liczby catkowitej nie moze by¢ postaci 3k + 2, k € Z.
Wywnioskuj, ze w tréjkacie pitagorejskim (tréjkacie prostokatnym, ktérego dlugosci bokéw sa

liczbami naturalnymi) co najmniej jedna przyprostokatna dzieli sie przez 3.
Zadanie 4. Pokaz, ze

(a) jesli 11]a + 5b, to 11|9a + b; (b) jesli 22830 € 7, to Tat2 ¢ 7;
Zadanie 5. Udowodnij, ze

(a) jezeli albi (b,c) =1, to (a,c) = 1;

(b) jezeli (a,b) =1, to (a+b,b—a) € {1,2};

(¢) (a,b) = (a,a —b) dla dowolnych a,b € N, takich ze a > b;

(d) (a,b) = (5a + 3b,13a + 8b) dla dowolnych a,b € N;

(e) (2n+5,3n+7) =1 dla kazdego n € N;

(f) (n!+1,(n+1)!+1) =1 dla kazdego n € N;

Zadanie 6. Niech u,v € Z \ {0} oraz a,b,c,d € Z spelniaja réwnosé ad — be = £+1. Ponadto
zalézmy, ze

' =au+bv#0, v = cu+dv # 0.
Pokaz, ze (u,v) = (u/,v"). Wskazéwka: Patrz Zadanie 5(b,c).

Zadanie 7. Przy pomocy algorytmu Euklidesa wyznacz: (14,35), (180,252), (257,125),
(2873, 6643), (1001, 7655), (4148, 7684), (819, 702, 689), (3059, 2737, 943), a nastepnie wynik przed-

staw w postaci odpowiedniej kombinacji liniowej.

Zadanie 8. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba wymierna, ktora mozna przedstawi¢ w postaci
y
=+ o dla x,y € 27



Zadanie 9. Rozwiaz nastepujace rownania w liczbach catkowitych

(a) 22z + 26y = 738 (c) 3z +by+62=5

(b) 18z + 11y = 1188 (d) 3z +2y+4z=1

Zadanie 10. Ciag Fibonacciego definiujemy jako ciag liczb f, spelniajacych réwnosci: fo = 0,
fi=11 fauro = fos1 + fn dlan > 0. Pokaz, ze (fn, fny1) = 1 dla dowolnego n € N.

Zadanie 11. Niech F,, = 2(2") 41 dla n > 0 oznacza ciag liczb Fermata.
(a) Stosujac zasade indukcji pokaz, ze F,, —2 = FoFy--- Fy,—1 dlam > 1.
(b) Pokaz, ze jezeli n < m, to F,|(Fy, —2).

(c) Pokaz, ze rézne liczby Fermata sa wzglednie pierwsze.

Zadanie 12. Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna n mozna zapisaé¢ jako sume réznych poteg

dwojki.

Zadanie 13. Niech b > 2 bedzie ustalong liczba naturalna. Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna
n mozna zapisa¢ jako sume agb’ + a1b' + ... + a;zb* dla pewnego k > 0 oraz pewnych aj €

{0,1,2,...,b— 1}. Czy liczba k i wspdlczynniki ag, a1, . .., ar wyznaczone sa jednoznacznie?



